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VIII Verzeichnis der verwendeten Symbole und Abkürzungen 

VERZEICHNIS DER VERWENDETE SYMBOLE UND ABKÜRZUNGEN 

 

a) Lateinische Symbole 

 

A m x n-Matrix 

 A, B Mixed-Mode-Verhältnisse 

 A, B, C, D Parameter des Bruchkriteriums nach RICHARD 

 CE Parameter des ERDOGAN/RATWANI - Gesetzes 

 CFM Parameter der FORMAN/METTU - Gleichung 

 CP Parameter der PARIS/ERDOGAN - Gleichung 

 DK1 Relevanter Spannungsintensitätsfaktor mit ϕ = ϕM in Abhängigkeit 
von ΔKI,th(M1) nach dem neuen 3D-Konzept an einem Rissfront-
knotenpunkt 

 DK2 Relevanter Spannungsintensitätsfaktor mit ϕ = ϕ0 in Abhängigkeit 
von ΔKI,th(M2) nach dem neuen 3D-Konzept an einem Rissfront-
knotenpunkt 

 DK3 Relevanter Spannungsintensitätsfaktor mit ϕ = ϕM in Abhängigkeit 
von ΔKI,C(M1) nach dem neuen 3D-Konzept an einem Rissfront-
knotenpunkt 

 DK4 Relevanter Spannungsintensitätsfaktor mit ϕ = ϕ0 in Abhängigkeit 
von ΔKI,C (M2) nach dem neuen 3D-Konzept an einem Rissfront-
knotenpunkt 

 GI, GII Energiefreisetzungsraten für Mode I und Mode II 

 GIC 
Bruchmechanischer Materialgrenzwert/ 
kritische Energiefreisetzungsrate 

 H Householder-Matrix 

 I Einheitsmatrix 

 J Wert des J-Integral 

 JIC kritischer Wert des J-Integrals 

 Kges Gesamter Spannungsintensitätsfaktor 

 KI(t) 
Zeitlich veränderlicher Spannungsintensitätsfaktor für Mode I 
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Verzeichnis der verwendeten Symbole und Abkürzungen IX 

 KI,F, KI,M 
Spannungsintensitätsfaktor für Mode I in Abhängigkeit einer 
Kraft F bzw. eines Momentes M 

 KI,ges Gesamter Spannungsintensitätsfaktor für Mode I 

 KI,max, KI,min Maximaler und minimaler Spannungsintensitätsfaktor 

 KII,ges Gesamter Spannungsintensitätsfaktor für Mode II 

 KIII,ges Gesamter Spannungsintensitätsfaktor für Mode III 

 KI, KII, KIII Spannungsintensitätsfaktoren für Mode I, Mode II und Mode III 

 KIC, KIIC, KIIIC  Risszähigkeiten für Mode I, Mode II und Mode III 

 KV Vergleichsspannungsintensitätsfaktor 

 KV,I,II, KV,I,II,III Vergleichsspannungsintensitätsfaktoren nach POOK 

 ΔK Zyklischer Spannungsintensitätsfaktor 

 ΔKI, ΔKII , ΔKIII 
Zyklische Spannungsintensitätsfaktoren für Mode I, Mode II  
und Mode III 

( )0
C
IΔ ϕϕ =K  Zyklischer Spannungsintensitätsfaktor mit ϕ = ϕ0 und Berührpunkt 

bei ϕ = ϕ0 mit zyklischer Bruchgrenzkurve des TSSR-Konzeptes 

( )M
C
IΔ ϕϕ =K  

Zyklischer Spannungsintensitätsfaktor mit ϕ = ϕM und Berührpunkt 
bei ϕ = ϕM mit zyklischer Bruchgrenzkurve des TSSR-Konzeptes 

( )0
C,3D
IΔ ϕϕ =K  

Zyklischer Spannungsintensitätsfaktor mit ϕ = ϕ0 und Berührpunkt 
bei ϕ = ϕ0 mit zyklischer Bruchgrenzkurve des neuen  
3D-Konzeptes 

( ))(Δ 0
C,3D
I zK ϕϕ =  

Zyklischer Spannungsintensitätsfaktor mit ϕ = ϕ0 und Berührpunkt 
bei ϕ = ϕ0 mit zyklischer Bruchgrenzkurve des neuen  
3D-Konzeptes in Abhängigkeit der z-Koordinate 

( )M
C,3D
IΔ ϕϕ =K  

Zyklischer Spannungsintensitätsfaktor mit ϕ = ϕM und Berührpunkt 
bei ϕ = ϕM mit zyklischer Bruchgrenzkurve des neuen  
3D-Konzeptes 

( ))(Δ C,3D
I zK Mϕϕ =  

Zyklischer Spannungsintensitätsfaktor mit ϕ = ϕM und Berührpunkt 
bei ϕ = ϕM mit zyklischer Bruchgrenzkurve des neuen  
3D-Konzeptes in Abhängigkeit der z-Koordinate 

C,TSSR
IΔK  

Relevanter zyklischer Spannungsintensitätsfaktor von ( )ϕC
IΔK  des 

TSSR-Konzeptes 

( )0
th
IΔ ϕϕ =K  Zyklischer Spannungsintensitätsfaktor mit ϕ = ϕ0 und Berührpunkt 

bei ϕ = ϕ0 mit Schwellenwertkurve des TSSR-Konzeptes 

( )M
th
IΔ ϕϕ =K  

Zyklischer Spannungsintensitätsfaktor mit ϕ = ϕM und Berührpunkt 
bei ϕ = ϕM mit Schwellenwertkurve des TSSR-Konzeptes 
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X Verzeichnis der verwendeten Symbole und Abkürzungen 

( )0
th,3D
IΔ ϕϕ =K  Zyklischer Spannungsintensitätsfaktor mit ϕ = ϕ0 und Berührpunkt 

bei ϕ = ϕ0 mit Schwellenwertkurve des neuen 3D-Konzeptes 

( ))(Δ 0
th,3D
I zK ϕϕ =  

Zyklischer Spannungsintensitätsfaktor mit ϕ = ϕ0 und Berührpunkt 
bei ϕ = ϕ0 mit Schwellenwertkurve des neuen 3D-Konzeptes in 
Abhängigkeit der z-Koordinate 

( )M
th,3D
IΔ ϕϕ =K  

Zyklischer Spannungsintensitätsfaktor mit ϕ = ϕM und Berührpunkt 
bei ϕ = ϕM mit Schwellenwertkurve des neuen 3D-Konzeptes 

( ))(Δ th,3D
I zK Mϕϕ =  

Zyklischer Spannungsintensitätsfaktor mit ϕ = ϕM und Berührpunkt 
bei ϕ = ϕM mit Schwellenwertkurve des neuen 3D-Konzeptes in 
Abhängigkeit der z-Koordinate 

TSSRth,
IΔK  

Relevanter zyklischer Spannungsintensitätsfaktor von ( )ϕth
IΔK  des 

TSSR-Konzeptes 

3D
ICΔK  

Relevanter zyklischer Spannungsintensitätsfaktor von ( )ϕC,3D
IΔK  

des neuen 3D-Konzeptes 

)(Δ 3D
IC zK  

Relevanter zyklischer Spannungsintensitätsfaktor von ( ))(Δ C,3D
I zK ϕ  

des neuen 3D-Konzeptes in Abhängigkeit der 
z-Koordinate 

 ΔKI,max, ΔKI,min 
Zyklischer maximaler und minimaler Spannungsintensitätsfaktor 
für Mode I 

 ΔKI,th Schwellenwerte der Ermüdungsrissausbreitung für Mode I 

 ΔKI,th,k Lokaler Schwellenwerte für einen Rissfrontknoten 

 ΔKI,th(z) 
Schwellenwerte der Ermüdungsrissausbreitung für Mode I in  
Abhängigkeit der z-Koordinate 

 ΔKI,th(ϕ) Schwellenwertfunktion in Abhängigkeit von ϕ 

 ΔKI,th(ϕ(z)) Schwellenwertfunktion in Abhängigkeit von ϕ und z-Koordinate 

 ΔKI,th(ϕ0) Schwellenwertfunktion in Richtung von ϕ0 

 ΔKI,th(ϕ0(z)) Schwellenwertfunktion in Richtung von ϕ0 und z-Richtung 

 ΔKI,th(ϕM) Schwellenwertfunktion in Richtung von ϕM 

 ΔKI,th(ϕM(z)) Schwellenwertfunktion in Richtung von ϕM und z-Richtung 

3D
thI,ΔK  

Relevanter zyklischer Spannungsintensitätsfaktor von ( )ϕth,3D
IΔK  

des neuen 3D-Konzeptes 

)(Δ 3D
thI, zK  

Relevanter zyklischer Spannungsintensitätsfaktor von 
( ))(Δ th,3D

I zK ϕ  des neuen 3D-Konzeptes in Abhängigkeit der  

z-Koordinate 

 ΔKIC Zyklische Risszähigkeit für Mode I 
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Verzeichnis der verwendeten Symbole und Abkürzungen XI 

 ΔKIC,k Lokale zyklische Risszähigkeit für einen Rissfrontknoten 

 ΔKIC(ϕ) Risszähigkeit in Abhängigkeit von ϕ 

 ΔKIC(ϕ0) Risszähigkeit in Richtung von ϕ0 

 ΔKIC(ϕM) Risszähigkeit in Richtung von ϕM 

 ΔKV Zyklischer Vergleichsspannungsintensitätsfaktor 

 ΔKV,max Maximaler zyklischer Vergleichsspannungsintensitätsfaktor 

 M1; M2 Biegemomente 

 N Lastwechselzahl 

 P, Q, R Knotenpunkte aus der Gradierungsgrenze 

 P1, P2, P2*; 
 PNB1, PNB1 

Orientierungspunkte für die Exponentialfunktion 

 Q Orthogonale Matrix 

 R Dreiecksmatrix 

 R Spannungsverhältnis, R-Verhältnis 

R
~

 Reduzierte Dreiecksmatrix  ℝ Reelle Zahlen 

 S Wert der Spline-Funktion 

 ,U  Energiedichte 

 V Verhältnis der Mixed Mode Beanspruchung des TSSR-Konzeptes 

 WBx(x), WBz(x) Widerstandsmomente 

 Wk
x, Wk

y Arbeit der äußeren Kräfte 

 Y Geometriefaktor 

 YAxi Geometriefaktor einer Axialrissrohrprobe 

 YI,ges Gesamter Geometriefaktor für Mode I 

 YI, YII, YIII Geometriefaktoren für Mode I, Mode II und Mode III 

 YI,F, YI,M Geometriefaktoren für Mode I 

 a Risslänge 

 , ã Gemittelte Risslängen 

 a, b Längen der Halbachsen einer Kerbe 

 a, b Parameter der kleinsten Fehlerquadratsumme 

 ai Spalte einer Matrix 

 ak, bk, ck Terme der Spline-Funktion 
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XII Verzeichnis der verwendeten Symbole und Abkürzungen 

 Δa Rissinkrement 

 Δak Rissinkrementes des Rissfrontknotenpunktes 

 Δamax Maximales Rissverlängerungsinkrement 

 b Breite des Übergangsbereichs bei einer Materialgradierung 

 b, v, x Vektoren für die Berechnung der kleinsten Fehlerquadratsumme 

 d Abstand zur Gradierungsgrenze 

 da Rissverlängerung 

 dA Rissflächenverlängerung 

 da/dN Rissgeschwindigkeit/ Risswachstumsrate 

 dFy Druckkraft bei der Rissschließung 

 dU Elastische Energie 

 dW Rissschließungsarbeit 

 dx Teilstück 

( ) xacxf ⋅=  Exponentialfunktion  

 f (ΔKIC) Relevante Beanspruchungsfunktion in Abhängigkeit von ΔKIC 

 f (ΔKI,th) Relevante Beanspruchungsfunktion 

 f (ΔKI,th(z)) Relevante Beanspruchungsfunktion in Abhängigkeit von ΔKI,th 

 f (ΔKV) Reale Beanspruchungsfunktion 

 f (ΔKV(z)) Reale Beanspruchungsfunktion in Abhängigkeit von ΔKV 

 f1, f2 
Beanspruchungsfunktion der Materialien 1 und 2 des neuen  
3D_Konzeptes 

 f1 (ΔKI,th,(φ=φM)) Beanspruchungsfunktion in Abhängigkeit von ΔKI,th und φ=φM 

 f2 (ΔKI,th,(φ=φ0)) Beanspruchungsfunktion in Abhängigkeit von ΔKI,th und φ=φ0 

 f3 (ΔKIC,(φ=φM)) Beanspruchungsfunktion in Abhängigkeit von ΔKIC und φ=φM 

 f4 (ΔKIC,(φ=φ0)) Beanspruchungsfunktion in Abhängigkeit von ΔKIC und φ=φ0 

 m, n Anzahl der Zeilen und Spalten einer Matrix  

 mE Parameter des ERDOGAN/RATWANI - Gesetzes 

 mP Paramater der PARIS/ERDOGAN - Gleichung 

 n Anzahl der Simulationsschritte 

n  Normalenvektor 

 nFM, p, q Parameter der FORMAN/METTU - Gleichung 
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Verzeichnis der verwendeten Symbole und Abkürzungen XIII 

 q Wert der kleinsten Fehlerquadratsumme 

 r, φ ,z Zylinderkoordinaten am Riss 

 t Probendicke 

 t Zeit 

 Δtk Teilstück der Probendicke 

 u, v Exponenten des Bruchkriterium nach RICHARD 

  Verschiebungsvektor des J-Kriteriums 
y

1
x

1 Δ,Δ ,ki,ki uu −−  Knotenpunktverschiebungen 

 v(x), u(x) Rissverschiebungen in x-Koordinate 

 w(x) Länge des Restligamentes einer Axialrissrohrprobe 

 x, y, z Kartesische Koordinaten 

 

 

 

b) Griechische Symbole 

 

α1, α2 Werkstoffparameter des Bruchkriteriums nach RICHARD 

 γ Rissöffnungsfunktion 

 εij Dehnungstensor 

 λ, μ Faktoren der Parameterform 

 ν Querkontraktionszahl (Poisson-Zahl) 

 ρ Kerbradius, Krümmungsradius der Kerbe 

 σ Normalspannung, statische Spannung, äußere Bauteilbelastung 

 σ(t) Zeitlich veränderliche Spannung 

 σa Spannungsausschlag 

 σBx, σBz Biegespannungskomponenten der Nennspannung σLig 

 σij Komponenten des Spannungstensors an der Rissspitze 

 σLig Nennspannung im Restligament einer Axialrissrohrprobe 

 σmax, σmin Maximale und minimale Spannung 

 σr, σϕ Spannungskomponenten in Zylinderkoordinaten 

 σt Tangentialspannung entlang des Kerbrandes 
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XIV Verzeichnis der verwendeten Symbole und Abkürzungen 

 σx, σy, σz  Spannungskomponenten in kartesischen Koordinaten  

 σy(x),  Spannungskomponente in Abhängigkeit der x-Koordinate 

 σZug Zugspannungskomponente der Nennspannung σLig 

 σϕ Tangentialspannung 

 σϕ,max Maximale Tangentialspannung 
'
1σ  Spezielle Hauptnormalspannung des '1σ -Kriteriums 

 Δσ Schwingbreite der Spannung bei zyklischer Belastung 

 Δσmax Zyklische maximale Spannung 

r⋅πσϕ 2Δ  Zyklische Beanspruchungsfunktion des TSSR-Konzeptes 

r⋅πσ 2Δ '
1  Zyklische Beanspruchungsfunktion des neuen 3D-Konzeptes  

 τxy, τxz, τyz Schubspannungskomponenten in kartesischen Koordinaten 

 τxy(x) Schubspannungskomponente in Abhängigkeit der x-Koordinate 

 τrϕ, τrz,τϕz Schubspannungskomponenten in Polarkoordinaten 

 ϕ Polarkoordinate am Riss 

 ϕM Gradierungswinkel 

 ϕM(z) Gradierungswinkel in Abhängigkeit der z-Koordinate 

 ϕM,k Gradierungswinkel eines Knotenpunktes 

 ϕ0 Abknickwinkel 

 ϕ0(z) Abknickwinkel in Abhängigkeit der z-Koordinate 

 ψ0 Verdrehwinkel 

 

 

 

c) Abkürzungen 

 

2D Zweidimensional 

 3D Dreidimensional 

 ABAQUS Anerkanntes Finite-Elemente-Programm  

 ADD-ON Erweiterungsfunktionen 

 ANSYS Finite-Elemente-Programm 

 ASTM American Society for Testing and Material 
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Verzeichnis der verwendeten Symbole und Abkürzungen XV 

 CT-Probe Compact Tension-Probe 

 CTMM-Probe Compact Tension Mixed Mode-Probe 

 ESZ Ebener Spannungszustand 

 EVZ Ebener Verzerrungszustand 

 FEM Finite-Elemente-Methode 

 FGM Funktional gradierte Materialien (engl.: functionally graded  
materials) 

 FKM Forschungskuratorium Maschinenbau 

 FRANC3D/NG Fracture Analysis Code 3D / Next Generation 

 FRANC/FAM Fracture Analysis Code / Fachgruppe Angewandte Mechanik 

 GFK Glasfaserverstärkte Kunststoffe 

 GUI Benutzeroberfläche (engl.:Graphical User Interface) 

 ISO International Organization for Standardization 

 LEBM Linear-elastische Bruchmechanik 

 Lw Lastwechsel 

 M1, M2 Material 1, Material 2 

 MEFR Konzept der modifizierten Energiefreisetzungsrate 

 MTS Maximale Tangentialspannung 

 MVCCI Modified Virtual Crack Closure Integral  
(modifiziertes Rissschließungsintegal) 

 NASTRAN Nasa Structural Analysis System 

 P, Q, R Knotenpunkte in der Gradierungsebene 

 SFB/TR TRR30 Sonderforschungsbereich Transregio 30 

 SLM Selectiv Laser Melting 

 TSSR Kriterium der Tangentialspannung für gradierte Materialien nach 
SCHRAMM und RICHARD 

 ZTU Zeit-Temperatur-Umwandlungs-Schaubild 
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XVI Zusammenfassung 

 

ZUSAMMENFASSUNG 

Technologische Weiterentwicklungen bringen stets neue Herausforderungen mit sich. Im 
Hinblick auf gradierte Materialien sind die Kenntnisse der lokalen Eigenschaftskennwerte 
ebenso relevant, wie das Rissausbreitungsverhalten in eben solchen rissbehafteten Bauteilen 
und Strukturen. Vor diesem Hintergrund ist das primäre Ziel dieser Dissertation, einen Bei-
trag für eine realitätsgetreue Aussage über das Rissausbreitungsverhalten in homogenen, iso-
tropen sowie funktional gradierten Strukturen zu geben. Bereits etablierte bruchmechanische 
Konzepte, ermöglichen eine realitätsnahe Aussage über das Rissausbreitungsverhalten in ho-
mogenen Strukturen. Der Einfluss einer Materialgradierung wird hierbei zu meist vernachläs-
sigt. Daher wurde ein neues 3-dimensionales Konzept erarbeitet, um eine Aussage über das 
Rissausbreitungsverhalten in Hinblick auf den Einfluss einer bruchmechanischen Material-
gradierung geben zu können. Hierbei liegt der Fokus insbesondere auf der Rissausbreitungs-
richtung unter Berücksichtigung der vorliegenden Gradierungsgrenzen. Um ein großes Spek-
trum an Kombinationsmöglichkeiten für eine Materialgradierung abbilden zu können, wird 
ein numerisches Risssimulationsprogramm für eine räumliche Rissausbreitungsvorhersage 
genutzt. Durch Optimierungsmaßnahmen zur Programmstabilität und Implementieren des 
neuen bruchmechanischen Konzeptes in das Simulationsprogramm 
ADAPCRACK3DVersion_KD15, sind Simulationen des Risswachstums in homogenen sowie gra-
dierten Strukturen möglich. Erste Ergebnisse zeigen eine deutliche Verbesserung der Pro-
grammstabilität bei der Berechnung von homogenen Strukturen. Außerdem kann der Einfluss 
der Materialgradierung auf das Risswachstum individuell vorhergesagt werden.  

ABSTRACT 

Technological advances mean new challenges. With regard to graded materials, the 
knowledge of the local property characteristics is as relevant as the crack propagation behav-
iour in the same crack-prone components and structures. Referring to this knowledge, the 
primary aim of this dissertation is to make a contribution to a realistic statement about the 
crack propagation behaviour in homogeneous, isotropic and functional graded structures. Al-
ready established fracture mechanic concepts allow a realistic statement about the crack prop-
agation behaviour in homogeneous structures. The influence of a material gradation is usually 
neglected. Therefore a new 3-dimensional concept was developed in order to be able to give a 
statement about the crack propagation behaviour with regard to the influence of a fracture 
mechanical graded material. Here the focus is particularly on the crack propagation direction, 
taking into account the present gradation-line. In order to be able to display a wide range of 
combination possibilities for a material gradation, a numerical crack simulation program is 
used for a spatial crack propagation prediction. Through optimization measures for program 
stability and the implementation of the new fracture mechanical concept into the simulation 
program ADAPCRACK3DVERSION_KD15, simulations of crack growth in homogeneous as well as 
graded structures are possible. Initial results show a significant improvement in the stability of 
the program in the calculation of homogeneous structures. In addition, the influence of the 
material gradation on the crack growth can be predicted individually.  
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